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ТЕМА: МАТЕМАТИЧНЕ ПЛАНУВАННЯ АКТИВНОГО 

ЕКСПЕРИМЕНТУ. ПЛАНИ І ПОРЯДКУ. ЛІНІЙНА МОДЕЛЬ. 

 

Вступ 

 

1. Математична модель експерименту або спостережень. 

Розглянемо математичну модель експерименту у вигляді «чорної 

скриньки» експериментального об’єкта дослідження (рис. 1). На рис. 1: Х [х1, 

…, х4, …] – матриця контрольованих та керованих факторів (вхідні змінні), 

зміна яких відбивається на функції відгуку Y [y1,… , y6, …]; К [k1, k2, …, km] – 

матриця некерованих, але контрольованих змінних (наприклад, атмосферний 

тиск, вологість, температура та швидкість вітру повітря тощо); Z [z1, z2, …, zn] – 

матриця неконтрольованих та некерованих змінних (частіше К і Z впливають 

на Y випадковим чином). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Математична модель експерименту у вигляді «чорної скриньки»: 

X – матриця вхідних змінних; Y – матриця функцій відгуку; K, Z – матриці 

збурюючих [контрольованих, некерованих (K) та неконтрольованих, 

некерованих (Z)] змінних. 

2. Метою математичних методів в біології є: 

2.1. Порівняння двох або ряду матриць вимірювань або спостережень, а 

саме: 

за дисперсійною аналізою: 
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 виявлення суттєвої статистичної різниці між двома або рядом 

дисперсій; 

 виявлення суттєвої статистичної різниці між двома або рядом 

середніх; 

 виявлення суттєвої статистичної різниці між двома або рядом матриць 

в цілому тощо; 

2.2. За кореляційною аналізою: 

 виявлення лінійного зв’язку між випадковими величинами та оцінка 

сили зв’язку; 

 те ж саме для нелінійного зв’язку. 

2.3. За реґресійною аналізою: 

 пошук математичних моделей (функцій), що адекватно описують 

об’єкт досліджень або спостережень. 

2.4. Математичне планування експерименту або спостереження: 

 пошук математичних моделей при мінімізації числа експериментів; 

 пошук оптимальних рішень. 

3. Методолоґічні концепції математичного планування 

експерименту: 

3.1. Методологія «активного» експерименту: 

 Відомі традиційні методи дослідження – «пасивний» експеримент, 

коли один фактор варіюється, а на решта накладені обмеження – сталість 

величин. Так, для k=5 факторів, n – повторних дослідів на р=5 рівнях необхідно 

за «пасивним» експериментом провести дослідів: 

N=p
k.
n=5

5.
5=15.625                                                   (1) 

 Математичні методи планування експерименту дозволяють 

«активним» експериментом часто досить n=2): 

а) значно зменшити число дослідів: 

N=p
k.
n=2

5.
2=64                                                    (2) 

б) вирішувати багатофакторні завдання за малу кількість дослідів, 

врахувати ефекти взаємодії, отримати точні та надійні результати і знайти 

локальний та глобальний оптимуми; 
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в) «активний експеримент» дозволяє використати математичні методи на 

всіх стадіях наукового пошуку, в т.ч. і на стадії постановки завдання та 

планування експерименту; 

г) дослідження ведеться за певним планом в декілька послідовних етапів, 

після кожного змінюється стратегія і методи експерименту і навіть критерій 

оптимальности; 

ґ) методи використовуються при неповному знанні механізмів явищ. 

3.2. Регресійна аналіза, яка базується на тому що результати 

експерименту є незалежні випадкові величини з однорідними дисперсіями: 

а) випадкова величина є заданою, якщо відома її функція розподілу. 

Математичний апарат максимально ефективний, якщо розподіл є нормальним 

Ґаусса. У тому випадку, коли величина не має нормального розподілу, то 

перетворенням величини уу
2
, 1/у, ln y, exp(y)… можна досягти нормального 

розподілу; 

б) випадкова величина бажано, щоби мала розподіл з однорідними 

дисперсіями: для підвищення надійности результатів. Якщо величина не має 

однорідної дисперсії, то цього можна  досягти перетворенням величини або 

збільшенням кількости повторних дослідів; 

в) підвищення точности вимірювань: необхідно забезпечити такі умови, 

щоби похибка вимірювань факторів була набагато менша за похибку 

визначення функції відгуку (функції цілі, параметра оптимізації). 

3.3. Концепція рандомізації: свідомо створюють ситуацію, щоби 

зробити випадковими ті систематично діючі фактори, які важко контролювати 

або стабілізувати. Тоді ці фактори можна розглядати як випадкові величини, що 

дозволяє їх враховувати статистично. 

3.4. Концепція послідовного експерименту – все дослідження 

складається з окремих послідовних етапів (серій дослідів), при цьому схема 

всього експерименту попередньо не планується. Після кожного етапу за 

результатами приймається рішення про напрямок подальшої роботи та вибір 

методів. 
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3.5. Концепція оптимального використання факторного простору: 

ефективність активного експерименту збільшується зі збільшенням кількости 

факторів і точности оцінок коефіцієнтів регресії. 

3.6. Концепція статистичних оцінок: ступінь різниці між знайденим 

рішенням та результатами експерименту. Попередньо дослідник домовляється 

із замовником, що вважати за «добре» рішення. В біології «добре» рішення 

вважається таким, якщо статистична перевірка показала, що йому можна 

довіряти з 95%-вою або 99%-вою ймовірністю (5% або 1% рівнем значущости). 

3.7. Концепція компактности інформації: отримана інформація у 

вигляді математичної моделі і т.і. зручна для зберігання, публікацій і 

порівняння. 

4. Вибір функції відгуку (функції цілі, критерію оптимізації). 

4.1. Вимоги до критерію оптимізації (функції цілі): критерій повинен 

бути: 

а) ефективний; 

б) універсальний, щоби всеохоплююче характеризував якість об’єкту 

дослідження; 

в) однозначний, тобто із достатньою повнотою кількісно характеризував 

якість об’єкту дослідження так щоби певному набору значень факторів повинно 

відповідати тільки одне значення критерію оптимізації (і, навпаки, одному 

значенню критерію оптимізації може відповідати кілька наборів значень 

факторів); 

г) такий, що можна було б його оцінити з максимальною статистичною 

ефективністю; 

ґ) простий; 

д) зручний; 

е) бажано, щоб мав фізичний смисл; 

є) був би зрозумілий досліднику. 

4.2. Зменшення кількости функцій цілі (критеріїв оптимізації) та 

факторів за теорією ґрафів. 
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а. При вирішенні завдань, пов’язаних з кількома функціями відгука 

(функціями цілі, критеріями оптимізації), зменшують їх число і аналізу 

процесів та пошук оптимуму ведуть за одним критерієм, а на решту накладають 

обмеження. 

б. Знайдемо лінійні та нелінійні зв’язки між Y ~ Х та всередині цих 

матриць Y1Y2,…; X1X2,… методами кореляційного та реґресійного аналізів. 

Результати розрахунків вибіркових коефіцієнтів кореляції, функції відгуку уі та 

уj, вхідних параметрів (факторів) хk та хm зведені в табл. 1 (загальний вигляд) та 

табл. 2 і табл. 3 (конкретний приклад). 

 

Таблиця 1 

Матриця коефіцієнтів кореляції між значеннями функцій цілі уі  уj 

(загальний вигляд) 

           yi 

yi 
у1 у2 …… уi …… уn 



n

1

ij
r

i

 Ранґ уі 

у1 1 r12 …… r1i …… r1n 


n

1

i1
r

i

 R1 

у2 r21 1 …… r2i …… r2n 


n

1

i2
r

i

 R2 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

уі ri1 ri2 …… 1 ……. rin 


n

1

іi
r

i

 Ri 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

…… …… …… …… …… ……. ……. ……. ……. 

уn rn1 rn2 …… rni ……. 1 


n

1

ni
r

i

 Rn 

 

в. Визначення «лідерів» і «автсайдерів» за коефіцієнтом кореляції 

(лінійний вплив). Розраховують вибірковий коефіцієнт кореляції riі, який дає 

оцінку ґенеральному коефіцієнту кореляції ρіі.  

При визначенні найбільш показної функції відгуку уі та найбільш 

показного вхідного фактора хk за коефіцієнтами кореляції використовують 

теорію ґрафів, розглядаючи матриці суміжности ґрафів (табл. 2 і 3), у яких двом 
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y6 

суміжним вершинам (рис. 2) приписані значення, що дорівнюють величинам 

відповідних коефіцієнтів кореляції (табл. 2 і 3). 

За певною процедурою при виборі найбільш показних уі та хk, наприклад, 

із груп у1, …, у7 та х1, …, х4 дають оцінку сумарної сили лінійного впливу 






7n

1

r
ji,

ij  та 


n

1mk,

km
r  кожного уі та хk з відповідної групи у (або х) на решту уj та xm 

за теорією ґрафів (табл. 2, 3). У табл. 2 і 3: ij
r  = jі

r , km
r  = mk

r . Ці 

результати дозволяють виявити мажорантні ряди за зростаючою сумарною 

силою зв’язку (сума елементів матриць табл. 2 і 3) та виявити «лідерів» і 

«автсайдерів»за коефіцієнтами кореляції: 

 

а 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б 

 

Рис. 2. Ґраф кореляційних зв’язків між yi ~ yj (а) та xk ~ xm (б). 

 

 

Таблиця 2 

Матриця коефіцієнтів кореляції між значеннями функції відгуку yi ~ yj. 

        yj 

yi у1 у2 у3 у4 у5 у6 у7 





7n

1j,

r

i

ij  Ранґ уі 

у1 1 –0,2401 0,0578 0,3203 –0,0518 –0,1735 0,0716 1,9151 6 

у2 –0,2401 1 0,5157 –0,5837 0,1473 0,3799 0,2976 3,1643 1 

у3 0,0578 0,5157 1 –0,2706 0,1617 0,2466 0,6194 2,8718 3 

у4 0,3203 –0,5837 –0,2706 1 –0,3174 –0,3014 –0,1075 2,9009 2 

у5 –0,0518 0,1473 0,1617 –0,3174 1 0,1162 0,1004 1,8948 7 

у6 –0,1735 0,3799 0,2466 –0,3014 0,1162 1 –0,1471 2,3647 4 

у7 0,0716 0,2976 0,6194 –0,1075 0,1004 –0,1471 1 2,3436 5 

 

x4 

x2 

x1 x3 

y5 

y3 

y4 

y2 

y1 

y7 
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 за функцією відгуку 

у5 ≤ у1 < у7 ≤ у6 < у3 ≤ у4 < у2;                                        (3) 

 за вхідними факторами 

х1 < х4 < х2 < х3.                                                     (4) 

Таким чином, за коефіцієнтами кореляції (лінійний вплив) найбільш 

показною функцією відгуку уі є у2, менш показними – у4 і у3, далі – у6 та у7 і 

«автсайдерами» мажорантного ряду є у1 і у5. А найбільш показним «лідером» 

вхідних факторів хk є х3, далі – х2, х4, «автсайдером» мажорантного ряду є х1. 

 

Таблиця 3 

Матриця коефіцієнтів кореляції між значеннями вхідних факторів xk ~ xm. 

 

           xm 

хk  
x1 x2 x3 x4 





4n

1mk,

km
r  Ранґ xk 

x1 1 0,0756 –0,0270 –0,0207 1,1233 4 

x2 0,0756 1 0,1473 –0,0387 1,2616 2 

x3 –0,0270 0,1473 1 –0,1428 1,3171 1 

x4 –0,0207 –0,0387 –0,1428 1 1,2022 3 
 

4.3. Узагальнена функція цілі (узагальнена функція бажаности). 

Якщо всі функції цілі уі, що характеризують об’єкт дослідження, важливі, 

то утворюють узагальнену функцію цілі (узагальнену функцію бажаности): 

n
n21

d...ddD  ,                                                    (5) 

де D – середнє геометричне частинних бажаностей окремих критеріїв di: 

0  di  1,                                                             (6) 

тоді й                                   0  D  1.                                                             (7) 

Частинні бажаности di пов’язані із кодованими (безрозмірними) 

величинами частинних критеріїв уі таким чином: 

 )yexp(expd
ii
 .                                                 (8) 

Останні розраховуються за апроксимаційними (емпіричними) 

рівняннями: 

ii1i0i
ybby  ;                                                       (9) 

2

ij11jj1j0j
ybybby  ;                                              (10) 
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2

mm11mm1m0m
ybybby


 ;                                          (11) 

aa1a0a
ylnbby  ;                                                 (12) 

                                       ……………………. 

Графіки шкал частинних бажаностей під час однобічного та двобічного 

обмеження приведені на рис. 3. 

 

Рис. 3. Графіки шкал частинних бажаностей під час однобічного (а) та 

двобічного (б) обмеження. 

 

4.4. Вибір факторів та їх рівнів варіювання. 

4.4.1. Вимоги до факторів: 

а) вони повинні впливати на функції цілі; 

б) повинні бути керованими та однозначними; 

в) могли бути виміряні засобами з достатньо високою, ґарантованою 

точністю; 

г) бути сумісними один з одним; 

ґ) щоби не були пов’язані один з одним лінійними кореляційними 

зв’язками; 

д) бажано, щоб вони оцінювалися кількісно (якісна оцінка теж можлива). 

4.4.2. Вибір ділянки визначення факторів. 
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Необхідно правильно вибрати центр експерименту (нульову точку), який 

як можна ближче був би до ділянки оптимізації або щоби центр експерименту 

відповідав найкращому значенню критерію оптимізації за попередніми даними. 

Вибір інтервалу варіювання j-того фактора j>2 (квадратичної помилки 

фіксування даного фактора). 

Чим більший інтервал варіювання (більші розміри факторного простору), 

тим більша нелінійність моделі, менша її адекватність та ефективність 

пошуку оптимуму. Із збільшенням кількости рівнів варіювання підвищується 

чутливість експерименту, але разом з тим збільшується кількість дослідів. 

При кодуванні факторів здійснюють лінійне перетворення координат 

факторного простору з перенесенням начала координат в нульову точку: 

j

0jji

ji

CC
x




 ,                                                        (13) 

де хji – кодоване значення j-того фактора на і-рівні; 

Сji – натуральне значення j-того фактора на і-рівні; 

Сj0 – натуральне значення j-того фактора на нульовому рівні; 

j – інтервал варіювання j-того фактора. 

Якщо N кількість дослідів, р – кількість рівнів, k – кількість факторів, а    

n – кількість повторних дослідів, то  

N=p
k.
n.                                                          (14) 

Рівні можуть набувати таких значень:  

…; -3,333; -2,828; -2,378; -2,0; -1,682; -1,414; -1,0; -0,5; 0; +0,5; +1,0;  

+1,414; +1,682; +2,0; +2,378; +2,828; +3,333;…                                         (15) 

 

І. Плани першого порядку Бокса 

1.1. Повний факторний експеримент (ПФЕ). Лінійна модель 

1.1.1. Лінійна емпірична модель за планами Бокса: 

kkjj2211

k

1j

0jj0
xb...xb...xbxbbxbby  



                       (16) 

де b0, bj – коефіцієнт моделі (16). 

1.1.2. Лінійна теоретична модель: 
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kkjj22110

k

1j

jj0
X...X...XXXY  



                    (17) 

1.1.3. Статистичні оцінки: 

                                                           yY 

                                                           b00                                                   (18) 

                                                           bjj 

1.1.4. Завдання математичного планування зводиться: 

а) знаходження коефіцієнтів моделі (16) b0, bj; 

б) розрахунок дисперсії відновлення (помилки всього експерименту) 

S
2

відн.; 

в) перевірка значущости коефіцієнтів моделі (16) на рівні помилки 

експерименту; 

г) розрахунок дисперсії адекватности S
2
ад.; 

д) перевірка адекватности моделі на рівні помилки експерименту. 

1.2. Побудова плану повного факторного експерименту для 

знаходження лінійної моделі. 

а. Нехай n=1 у кожній точці плану, а k=2, тоді 

N=2
2.
1=4 дослідів достатньо, щоб отримати лінійну модель: 

22110
xbxbby  ,                                                (19) 

Якщо n=2 у кожній точці плану, тоді N=2
2.
2=8. 

Для  k=3,  n=1: N=2
3.
1=8 дослідів, щоб отримати лінійну модель: 

3322110
xbxbxbby  .                                         (20) 

Якщо n=3 у кожній точці плану, тоді N=2
3.
3=24. 

Таблиця 4 

План ПФЕ Бокса для k=2 

Матриця планування 

Матриця 

результатів 

експерименту 

і х0 х1 х2 уі 

1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 -1 +1 у2 

3 +1 +1 -1 у3 

4 +1 -1 -1 у4 
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б. Планування ведеться на 2-х рівнях: верхній (+1) та нижній (-1). Для 

розрахунку дисперсії відновлення досліди можна повторити в нульовій точці 

(центрі плану) або у кожній точці плану. 

в. факторний простир при k=2 (а), при k=3 (б) має вигляд (рис. 4). 

г. Тоді план 1-го порядку буде мати вигляд для k=2 (табл. 4). 

 

 

Рис. 4. Розташування точок плану 1-го порядку у факторному просторі 

при k=2 (а) та k=3 (б). 

 

ґ. План 1-го порядку (ПФЕ) для k=3 буде мати вигляд (табл. 5). 

Таблиця 5 

План повного факторного експерименту для k=3 

Матриця планування 

Матриця 

результатів 

експерименту 

і х0 х1 х2 х3 уі 

1 +1 +1 -1 -1 у1 

2 +1 -1 -1 -1 у2 

3 +1 +1 +1 -1 у3 

4 +1 -1 +1 -1 у4 

5 +1 +1 -1 +1 у5 

6 +1 -1 -1 +1 у6 

7 +1 +1 +1 +1 у7 

8 +1 -1 +1 +1 у8 

 

У табл. 4 і 5 х0 – матриця фіктивної змінної, яка використовується для 

розрахунку коефіцієнта рівняння b0, а матриці х1, х2 (а для k=3 і х3) – для 

розрахунку коефіцієнтів b1, b2 (а для k=3 і b3). 
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д. Самостийно складіть план 1-го порядку для k=4 і k=5. 

 

1.3. Критерії оптимальности лінійних планів Бокса: 

а) умова симетричности плану відносно центру експерименту: 






N

1i

ji
0x ,                                                     (21) 

j=1, 2, …, j,…, k; i=1, 2, …, i,…, N. 

б) умова нормування плану: 






N

1i

2

ji
Nx ,                                                    (22) 

j=1, 2, …, j,…, k; i=1, 2, …, i,…, N. 

в) умова ортогональности плану: 






N

1i

uiji
0xx ,                                                   (23) 

j=1, 2, …, j,…, k; i=1, 2, …, i,…, N. 

При виконанні умови (21), (22) коефіцієнти математичної моделі 

оцінюються з мінімальною дисперсією – кожний коефіцієнт моделі оцінюється 

за результатами всіх N-дослідів або (N
.
n)-дослідів, якщо n раз досліди 

повторюються в кожній точці плану з дисперсією, що в N-разів менша за 

дисперсію відновлення: 

   
2

відн.

2

y

2

jb
NSNSS                                                (24) 

1.4. Процедура реалізації лінійного плану Бокса: 

а) за матрицею планування (4) складають робочу матрицю (матрицю 

реалізації) (табл. 6) для k=2; 

б) за матрицею планування (5) складають робочу матрицю (матрицю 

реалізації дослідів) (табл. 7) для k=3; 

в) досліди (в т.ч. і повторні) нумерують і проводять рандомізацію, тобто 

надають порядку реалізації дослідів випадкового характеру за таблицею 

випадкових чисел; 
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Таблиця 6 

Для k=2 (повторні досліди в нульовій ділянці плану) 

і 
Робоча матриця 

Матриця 

результатів 

експерименту 

С1 С2 t,
0
C c1,% уi 

1 С12 С22 140 30 у1 

2 С11 С22 60 30 у2 

3 С12 С21 140 10 у3 

4 С11 С21 60 10 у4 

Повторні досліди в нульовій точці 

5 С10 С20 100 20 у05 

6 С10 С20 100 20 у06 

7 С10 С20 100 20 у07 

 

Таблиця 7 

Для k=3 (повторні досліди у кожній точці плану) 

і 
Робоча матриця 

Матриця результатів 

експерименту 

С1 С2 С3 t,
0
C c1,% c2,% уi1 уi2 i

y  

1 С12 С21 С31 140 10 2 у11 у12 1
y  

2 С11 С21 С31 60 10 2 у21 у22 2
y  

3 С12 С22 С31 140 30 2 у31 у32 3
y  

4 С11 С22 С31 60 30 2 у41 у42 4
y  

5 С12 С21 С32 140 10 4 у51 у52 5
y  

6 С11 С21 С32 60 10 4 у61 у62 6
y  

7 С12 С22 С32 140 30 4 у71 у72 7
y  

8 С11 С22 С32 60 30 4 у81 у82 8
y  

 

У табл. 6 і 7: t – температура розчину; с1 – концентрація активної 

речовини; с2 – концентрація добавки. 

г) результатами реалізації дослідів заповнюють робочу матрицю 

(табл. 6, 7) та матрицю планування (4, 5) в колонці «матриця результатів 

експерименту»; 

ґ) у разі наявности повторних дослідів в окремих точках плану (одній або 

кількох точках плану) або окремих нульових точках, або у всіх точках плану, 

розраховують дисперсію кожного досліду і доводять (або, принаймні, apriori 

приймають) н.з.р. результатів у кожній точці плану і виявляють статистичну 

рівність цих дисперсій за критерієм Кохрана, Фішера або Бартлета. 
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1.5. Розрахунки коефіцієнтів моделі (16): 

N

yx

b

N

1i

iji

j




 ,                                                         (25) 

так для k=2 отримують рівняння моделі: 
22110

xbxbby                        (26) 

Наприклад:     
4

yxyxyxyx

N

yx

b
404303202101

N

1i

ii0

0





 .                               (27) 

4

yxyxyxyx

N

yx

N

yx

b
414313212111

N

1i

ii1

N

1i

iji

1





 ,                         (28) 

4

yxyxyxyx

N

yx

b
424323222121

N

1i

ii2

2





 ,                                (29) 

для k=3: 
3322110

xbxbxbby   

N

yx

b

N

1i

ii0

0




 ,                                                    (30) 

N

yx

b

N

1i

ii1

1




 ,                                                     (31) 

N

yx

b

N

1i

ii2

2




 ,                                                    (32) 

N

yx

b

N

1i

ii3

3




 .                                                    (33) 

1.6. Напівлінійна модель. 

У планах ПФЕ кожний стовпець (ґраф) матриць xji та уі 

використовують для розрахунку коефіцієнта моделі (16). Тоді, за кількістю 

дослідів N планів ПФЕ, можна отримати напівлінійну-нелінійну модель такого 

вигляду: 

211222110
xxbxbxbby                                                (34) 
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Таблиця 8 

План ПФЕ для k=2 для отримання напівлінійної моделі (34) 

і х0 х1 х2 х1х2 уі 

1 +1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 -1 +1 -1 у2 

3 +1 +1 -1 -1 у3 

4 +1 -1 -1 +1 у4 

 

У табл. 8 стовпець (ґраф) х1х2 використовується для розрахунку 

коефіцієнта взаємодії двох факторів: 

N

yxx

b

N

1i

iuiji

ju




 ,                                                      (35) 

тоді отримуємо нелінійне (напівлінійне) рівняння моделі (16) за планом 

(табл. 8) для: 

 k=2: 
211222110

xxbxbxbby  ,                                                                (36) 

де 
4

yxхyxхyxхyxх
b

42414323132221212111

12


 ;                                                (37) 

 k=3: 
3211233223311321123322110

xxxbxxbxxbxxbxbxbxbby  ,         (38) 

за планом (табл. 9). 

Таблиця 9 

План ПФЕ для k=3 для отримання напівлінійної моделі (38) 

і х0 х1 х2 х3 х1х2 х1х3 х2х3 х1х2х3 уі 

1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 у2 

3 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 у3 

4 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 у4 

5 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 у5 

6 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 у6 

7 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 у7 

8 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 у8 

 

Як видно з табл. 9, кожний стовпець-матриця різна, тобто можливо 

розрахувати аж 8 коефіцієнтів моделі (38). 

Для рівняння (38): 

N

yxxх
b

imiuiji

123
 ,                                                (39) 

при цьому оцінки коефіцієнтів (38): 
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b00 b33 b2323 

b11 b1212 b123123 

b22 b1313  

 

1.7. Дробовий факторний експеримент (ДФЕ). 

Кількість дослідів для k3 можна зменшити, ввівши означення змішаних 

ефектів. 

Так для k=3 за планом ПФЕ (табл. 5) кількість дослідів дорівнює при n=1: 

N=p
k.
n=2

3.
1=8                                                  (41) 

Перехід до напіврепліки (½) від ПФЕ приведе до плану (табл. 10) і 

кількости дослідів при n=1: 

N=p
k-q.

n=2
3-1.

1=4                                               (42) 

де q=1 – кількість лінійних факторів, змішаних з ефектами взаємодії. 

Тобто замість N=8 дослідів (або N=16 при n=2) використано N=4 дослідів 

(або N=8 при n=2). 

Таблиця 10 

Напіврепліка (½) від плану ПФЕ для k=3  

з ґенеруючим співвідношенням х3=х1х2 

і х0 х1 х2 х3=х1х2 уі 

1 +1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 -1 +1 -1 у2 

3 +1 +1 -1 -1 у3 

4 +1 -1 -1 +1 у4 

 

Після реалізації плану ДФЕ (табл. 10) отримаємо модель: 

3322110
xbxbxbby                                               (43) 

План напіврепліки (½) від ПФЕ для k=3 характеризується параметрами: 

 ґенеруючим співвідношенням 

х3=х1х2                                                           (44) 

 визначальним контрастом 

х3
2
=х1х2х3: 1=х1х2х3 , або J=x1x2x3 .                                             (45) 

А напіврепліка (½) (табл. 11) від ПФЕ для k=3 характеризується: 

 ґенеруючим співвідношенням 

(40) 
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х3= - х1х2                                                           (46) 

 визначальним контрастом 

х3
2
= - х1х2х3: 1= - х1х2х3 , або J= - x1x2x3                              (47) 

Таблиця 11 

Напіврепліка (½) від плану ПФЕ для k=3  

з ґенеруючим співвідношенням х3= - х1х2 

і х0 х1 х2 х3= - х1х2 уі 

1 +1 +1 +1 -1 у1 

2 +1 -1 +1 +1 у2 

3 +1 +1 -1 +1 у3 

4 +1 -1 -1 -1 у4 

 

Для виявлення змішаних ефектів необхідно виконати операцію множення 

на визначальному контрасті плану – ДФЕ (табл. 10): 

1=х1х2х3 

х1=х1
2
х2х3  х1=х2х3 

х2=х1х2
2
х3  х2=х1х3 

х3=х1х2х3
2
  х3=х1х2 

Тоді, статистичні оцінки ґенеральних коефіцієнтів вибірковими 

коефіцієнтами будуть такі: 

b00 

b11+23 

b22+13 

b33+12 

Для k=4 можливо створення напіврепліки (½) від ПФЕ: 

ПФЕ (n=1) N=p
k.
n = 2

4.
1 = 16 із змішаним коефіцієнтом q=1: 

ДФЕ (n=1) (½ репліка) N=p
k-q.

n = 2
4-1.

1 = 8 (табл. 12). 

Напіврепліка (½) (табл. 12) характеризується параметрами: 

 ґенеруюче співвідношення 

х4=х1х2х3                                                         (50) 

 визначальний контраст 

х4
2
=х1х2х3х41=х1х2х3х4                                           (51) 

(48) 

(49) 
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Таблиця 12 

Дробовий факторний експеримент напіврепліка (½) від повного 

факторного експерименту (k=4) з q=1 змішаним ефектом  

(з ґенеруючим співвідношенням х4=х1х2х3) 

і х0 х1 х2 х3 х4=х1х2х3 уі 

1 +1 +1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 -1 +1 +1 -1 у2 

3 +1 +1 -1 +1 -1 у3 

4 +1 -1 -1 +1 +1 у4 

5 +1 +1 +1 -1 -1 у5 

6 +1 -1 +1 -1 +1 у6 

7 +1 +1 -1 -1 +1 у7 

8 +1 -1 -1 -1 -1 у8 

 статистичні оцінки: 

 b00 

х1=х2х3х4 b11+234 

х2=х1х3х4 b22+134 

х3=х1х2х4 b33+124 

х4=х1х2х3 b44+123 

Дробова репліка високого ступеня дрібности (1/16 репліки від ПФЕ з k=8) 

зі q=4 лінійними ефектами, змішаними з ефектами взаємодії (табл. 13), має 

(n=1) таку кількість дослідів: 

ПФЕ N=p
k.
n = 2

8.
1 = 256                                                                               (53) 

ДФЕ  (1/16 репліки) N=p
k-q.

n = 2
8-4.

1 = 16                                                   (54) 

У цьому випадку: 

 частинні ґенеруючі співвідношення: 

х5=х1х2х3х4 

х6=х1х2х3                                                      (55) 

х7=х1х2х4 

х8=х1х3х4 

 частинні визначальні контрасти: 

1=х1х2х3х4х5 

1=х1х2х3х6                                                      (56) 

1=х1х2х4х7 

1=х1х3х4х8 

(52) 
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За операцією множення двох, трьох та чотирьох співвідношень (56) 

отримаємо узагальнений визначальний контраст: 

1= х1х2х3х4х5 = х1х2х3х6 = х1х2х4х7 = х1х3х4х8 = х4х5х6 = х3х5х7 = х2х5х8 = 

= х3х4х6х7 = х2х4х6х8 = х2х3х7х8 =  х1х2х5х6х7 = х1х3х5х6х8 = х1х6х7х8 =  

= х1х4х5х7х8 = х2х3х4х5х6х7х8                                                                         (57) 

Оцінки за (57): 

b00 

b11 + 2345 + 236 + 247 + 348 + 1456 + 1357 + 1258 + 13467 + 12468 +  

+ 12378 + 2567 + 3568 + 678 + 4578 + 12345678                                               (58) 

b22 + 1345 + ……… 

Таблиця 13 

1/16 репліка від ПФЕ (k=8; q=4; n=1) 

і х0 х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 х8 уі 

1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 у1 

2 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 у2 

3 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 у3 

4 +1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 у4 

5 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 у5 

6 +1 -1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 у6 

7 +1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 +1 -1 у7 

8 +1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 у8 

9 +1 +1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 у9 

10 +1 -1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 -1 у10 

11 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 у11 

12 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 у12 

13 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 у13 

14 +1 -1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 -1 у14 

15 +1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 у15 

16 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 у16 

 

1.8. Процедура обробки експериментальних даних 

1.8.1. Визначення статистичної значущости коефіцієнтів 

математичної моделі (16): 

а) за допомогою довірчого інтервалу: 

•  якщо 
jj

bb  ,                                                                                             (59) 

то коефіцієнт значущий порівняно з помилкою експерименту; 

•  якщо 
jj

bb  ,                                                                                             (60) 
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то коефіцієнт незначущий і його можна викинути з рівняння. 

Довірча ймовірність того, що ґенеральний коефіцієнт моделі попаде у 

довірчий інтервал 
jj

bb   становить: 

 1)bbbb(p
jjjjj

,                                          (61) 

де довірчий інтервал розраховують за: 

   







N

1i

i

Ty

j

n

f;tS
b                                                          (62) 

де 




N

1i

i
Nnn , якщо n1=n2=…=ni=…=nN=n=const; 

     




N

1i

i
Nn , якщо ni=1=const; 

     S{y} – середнє квадратичне значення помилки всього експерименту: 

2

}y{}y{
SS   

      - рівень значущості: =1-р; 

     f – число ступенів вільностей; 

     tT – табличне значення критерію Стьюдента; 

     ni – число повторних дослідів в і-точці плану. 

б) за критерієм Стьюдента, розраховуючи 

      
 jb

j

.jp
S

b
t  .                                                                                                  (63) 

Якщо  f;tt
T.jp
 , то коефіцієнт значущий,  

а якщо  f;tt
T.jp
  - незначущий,                                                               (64) 

де  jb
S  - середнє квадратичне відхилення при визначенні j-коефіцієнта. 

Дисперсія помилки у визначенні коефіцієнта моделі: 

 
 

Nn

S
S

2

y2

jb
                                                         (65) 

під час рівномірного дубляжу дослідів ni=n=const; 

 
 





N

1i

i

2

y2

jb

n

S
S                                                       (66) 
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під час нерівномірного дубляжу дослідів ni=var; 

та    
 

N

S
S

2

y2

jb
 ,                                                        (67) 

якщо ni=n=1; 

 
2

y
S  - дисперсія відновлення (помилки всього експерименту); 

   
2

jb
jb

SS                                                     (68) 

Довірча ймовірність того, що генеральний коефіцієнт моделі попаде в 

довірчий інтервал (
jj

bb  ) становить: 

     1)tSbtSb(p
TjbjjTjbj ,                             (69) 

Якщо N (або Nn)10-20, то можна прийняти, що tT{;f}2, а  jbj
S2b  . 

1.8.2. Розрахунок дисперсії адекватности. 

ад

ад2

ад
f

SS
S                                                         (70) 

1. Число рівнів вільностей: 

а) без повторних дослідів n0=1 fад=N-,                                                      (71) 

де  - число коефіцієнтів моделі, включаючи і b0; 

б) повторні досліди в нульовій точці (центр експерименту чи певна точка 

плану) 

fад=N--(n0-1),                                                   (72) 

2. Дисперсія адекватности: 

а) n=1 (без повторних дослідів): 










N

)ŷy(

f

SS
S

N

1i

2

ii

ад

ад2

ад ,                                       (73) 

де уі – результат експерименту в і-точці; 

     i
ŷ  - результат розрахунку у за моделлю в і-й точці. 

б) Дублювання за всіма точками плану експерименту (окрім нульової 

точки): 

 ni=const=n (рівномірне дублювання): 
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








N

)ŷy(

S

N

1i

2

ii

2

ад                                             (74) 

де 
i

y  - середнє значення в і-й точці плану 
n

y

y

n

1u

iu

i




 . 

 niconst=var (нерівномірне дублювання): 







 
 

N

)ŷy(

S

N

1i

n

1u

2

ii

2

ад                                           (75) 

в) повторні досліди лише в нульовій або іншій точці плану: 

)1n(N

)yy()ŷy(

S

0

n

1i

2

0i0

N

1i

2

ii

2

ад

0

0










                              (76) 

i0
y  - результат в і-й нульовій точці; 

0

n

1i
i0

0
n

y

y

0




  - середня за нульовими точками; 

n0 – кількість повторних дослідів у нульовій точці плану. 

г) Дублювання за всіма точками плану, включаючи і нульову точку: 

 ni=const=n: 

)1n(
2

)1k)(2k(
N

)ŷy(n

S

0

N

1i

2

ii

2

ад













 - нелінійна модель      (77) 

)1n(N

)ŷy(n

S

0

N

1i

2

ii

2

ад










 - лінійна модель                  (78) 

де 
i

y  - середнє повторних дослідів в і-й точці плану; 

     k – кількість факторів. 

 niconst=var: 
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)1n(N

)ŷy(

S

0

N

1i

n

1u

2

iiu

2

ад

0







 
 

.                                            (79) 

1.8.3. Розрахунок дисперсії відновлення: 

1) Дублювання лише в нульовій або іншій точці плану: 

 

0

0

0

n

1i

2

00i

2

y

2

f

SS

1n

)yy(

SS

0

0











 ,     f0=n0-1                          (80) 

2) Дублювання за всіма точками плану: 

 ni=const=n: 

 

   

 y

yy

N

1i

i

N

1i

n

1u

2

iiu

2

y

f

SS

)1n(N

SS

)1n(

)yy(

S 












 



                             (81) 

 niconst=var: 

 











N

1i

i

N

1i

2

ii
2

y

f

)Sf(

S                                                     (82) 

де fі=nі-1 

1n

)yy(

S

i

n

1i

2

iiu
2

i

i



 




                                                 (83) 

3) nі=1 

   
1N

)yy(

SS

N

1i

2

i
2

y

2

y


 




, f=N-1                                       (84) 

nі1=const                          

 

n

S
S

2

y2

y
 ,                                                     (85) 

 

1.9. Перевірка адекватності моделі 

1. Висувають нульову гіпотезу: Н0: вибрана модель адекватна. 
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2. Перевірку Н0-адекватности моделі – здійснюють за теоретичним 

(табличним) FТ критерієм Фішера. З цією метою розраховують статистику: 

}y{}y{

адад

2

}y{

2

ад

P

f/SS

f/SS

S

S
F  ,                                              (86) 

Де дисперсія відновлення S
2

{y} приймається за дисперсію помилки S
2
ε 

(для h=1 приймають 2

}y{

2

}y{
SS   - дисперсія середніх). 

При порівнянні статистики (91) та табличного значення критерію Фішера 

FT можливі такі висновки відносно Н0 

а) Якщо FP ≤ FT {; fад; f{y}}, то                                                                    (87) 

Н0 приймається: тобто стверджується, що з рівнем значущости  

(ймовірности ризику прийняти невірне рівняння) вибрана модель адекватна 

(статистично відповідає отриманим експериментальним даним). У (87) -рівень 

значущости прийняття рішення =1-р – ймовірність правильности прийнятого 

рішення про адекватність моделі; fад – число ступенів вільностей при перевірці 

моделі на адекватність (знаменник) у виразах (70)-(79) при розрахунку 

дисперсії адекватности); f{y} – число ступенів вільностей у виразах (80)-(85) при 

розрахунку дисперсії відновлення. 

Ступінь адекватности моделі (для лінійної моделі – ступінь її лінійности): 

1
F

F
)F(

T

P

2
 ,                                                 (88) 

при цьому залишки ступеню неалекватности (при виборі лінійної моделі 

– ступінь її нелінійности): 

1
F

F
)F(

T

P

2
 ,                                                  (89) 

б) Якщо FP > FT {; fад; f{y}},                                                                        (90) 

то Н0 відкидається: стверджується з рівнем значущости  (ймовірности 

ризику прийняти невірне рівняння), що вибрана модель адекватна (статистично 

не відповідає отриманим експериментальним даним) зі ступенем 

неадекватности (для лінійної моделі ступінь її нелінійности): 
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1
F

F
)F(

T

P

2
 ,                                                   (91) 

при цьому залишки ступеня адекватности (при виборі лінійної моделі – 

ступінь її лінійности): 

1
F

F
)F(

T

P

2
 ,                                                   (92) 

При цьому приймають рішення перейти до планування другого чи більш 

високого порядку та отримати модель другого або більш високого порядку. 

1.10. Прийняття рішення після реалізації плану Бокса та створення 

лінійної моделі 

1.10.1. Інтерпретація (аналіза) математичної моделі полягає у переведенні 

абстрактної математичної моделі на мову експериментатора: 

А) Лінійна модель адекватна 

Інтепретація: 

1) за абсолютною величиною лінійних коефіцієнтів 
j

b  судять про силу 

внеску  j-фактора на значення функції цілі. 

2) за 
j

b  здійснюють ранжування факторів за впливом на у: 

у=12 + 5х1 – 7х2 – 2х3 

х2 >х1 > х3. 

3) знак 
j

b : 

 якщо 
j

b >0, то      xjy 

                                    xjy                                                       (93) 

 якщо 
j

b <0, то      xjy 

                                    xjy                                                       (94) 

4) при пошуку оптимума ( xtrê  y) ymax (+ 
j

b )>0: одночасне збільшення 

xjy; 

при пошуку оптимума  ymin (+ 
j

b )<0: одночасне зменшення всіх 

xjy; 

5) у разі врахування ефектів взаємодії (напівлінійна модель) 
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211222110
xxbxbxbby   

 Якщо ефект (хіхj) значимий (bij)+bij>0, то одночасне збільшення (або 

зменшення) двох факторів хі та хj  у і, навпаки. 

 Якщо ефект (хіхj) значимий (bij)+bij<0, то одночасне збільшення (або 

зменшення) двох факторів хі та хj  у. 

 Якщо ефект (хіхj) значимий (bij)+bij>0, то комбінації різних знаків: 

хi>0       або        xi<0 

xj<0                     хj>0 

або     bi>0, bj<0 

 bi<0, bj>0          y                                                                      (95) 

 6) Якщо (хіхj) значимий (bij)+bij<0, то комбінації різних знаків: 

хi>0,  xj<0   або         

xi<0, хj>0                y                                                                 (96) 

Прийняття рішення: 

1) всі коефіцієнти моделі bj значущі, центр (нульова точка) або одна із 

точок плану близькі до оптимуму, то рух до оптимуму за кроковою процедурою 

не проводять, а знаходять xtrê  екстремальну точку (max чи min) звичайним 

математичним методом: беруть перші похідні за х1, х2, …, хk і прирівнюють їх 

до нуля та вирішують систему рівнянь: 

0
x

y

1





 

0
x

y

2





 

0
x

y

3





 

……… 

2) Якщо точка оптимуму знаходиться далеко від центру експерименту або 

однієї з точок плану, то здійснюють рух до оптимуму за ґрадієнтним або 

безґрадієнтним методами із зупинками для «ґайдар-огляду». 

 

(97) 
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Оптимізація: 

Після досягнення оптимуму ділянки здійснюють побудову нелінійного 

плану, знаходять нелінійну модел b, перші похідні прирівнюють до нуля, 

вирішують систему рівнянь і знаходять точку оптимуму. 

 

Б) Лінійна модель неадекватна 

(ступінь неадекватности оцінюють за 1
F

F
)F(

Т

p

2
 ). 

Процедура прийняття рішень: 

1. Інтепретація результатів за лінійною неадекватною моделлю носить 

приблизний характер. 

2. Переходять від лінійної до напівлінійної моделі (враховують 

коефіцієнти від взаємодій факторів). 

3. Змінюють інтервалу варіювання j (зменшення j). 

4. Переносять центр плану: 

а) на зовсім нове місце (рис. 5а); 

б) використовують точки старого плану (рис. 5б). 

5. Добудовують до плану 1-го порядку частину плану, щоби отримати  

рототабельний план 2-го порядку або будують зовсім новий план 2-го порядку. 

6. Пошук оптимуму ґрадієнтним або безґрадієнтним методами 

(неадекватна модель вкаже лише напрямок руху) кроковою процедурою із 

зупинками та «ґайдар-оглядом» (досягаючи оптимальної ділянки  план 2-го 

порядку  оптимізація через 1-ші похідні). 
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Рис. 5. Побудова нових планів 1-го порядку після завершення аналізи:  

а – переніс центру старого плану в нову точку; б – добудова нових планів 

на точках старого плану. 

а 

x2 

x1 

O 

O1 

б 

x2 

x1 

O 

O1 

O 

O1 
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